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1. INTRODUCTION 
La classe de groupes qu’on va considerer ici a ttC introduite par Iwasawa 
dans son etude de la structure des groupes reticules complets [8]. Soit G 
un groupe reticule; on dit qu’un Clement de G est singdier, s’il est strictement 
positif, et s’il ne peut pas Ctre represente comme produit de deux elements 
positifs non-orthogonaux; et on dira que G est un groupe singulier, si chaque 
Clement strictement positif de G majore un Clement singulier. Notre principal 
resultat est une caracterisation des groupes archimediens singuliers au 
moyen d’une representation canonique par des fonctions continues presque 
finies, prenant leurs valeurs dans le complete du groupe ordonne Z des 
entiers. Ce resultat s’apparente Cvidemment au theoreme fondamental 
de Bernau [l], selon lequel tout groupe rCticulC archimedien est (isomorphe a) 
un groupe de fonctions continues et presque finies, definies sur un espace 
de Stone. Toutefois la representation de Bernau n’est pas canonique, et 
elle ne semble pas permettre une caracterisation des groupes archimediens 
singulier. 
On peut aussi confronter notre resultat au “theoreme” inexact d’Iwasawa, 
donnant une representation des groupes archimediens singuliers comme 
produit sous-direct de copies de 2 (“produit sous-direct d’entiers”). Conrad 
et McAlister ont corrige cette erreur [l] et ont m&me, en adaptant un exemple 
dQ a Jaffard [9], construit un groupe archimedien singulier n’admettant 
pas d’homomorphisme non-trivial dans R. Comme, dans le m&me article, 
les auteurs ont donrk un exemple d’un sous-produit d’entiers n’admettant 
pas d’element singulier, il faut conclure qu’il n’existe aucun rapport entre 
la notion de groupe archimedien singulier et celle de produit sous-direct 
d’entiers (caracterise par P. Conrad dans [6]). Les auteurs ont bien montre 
qu’un groupe singulier commutatif (ou, plus gCnCralement, “representable”) 
est (isomorphe a) un produit sous-direct de groupes totalement ordonnes 
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discrets, mais cette representation ne fournit guere de renseignements 
sur la structure d’un groupe archimedien singulier. 
Notre methode s’inspire, saris la rejoindre tout a fait, de celle inventee 
par Sik [IO] et utilisee par la suite avec bonheur par Bigard pour caracteriser 
les groupes dont chaque image homomorphe est archimedienne (les groupes 
hyper-archimbdiens [2]). Notre theorie donne une representation des groupes 
hyper-archimediens singuliers, mais une caracterisation seulement pour le 
cas oti ceux-ci sont complets. Cette lacune tient du fait que le complete 
d’un groupe hyper-archimedien singulier n’est pas forcement singulier 
(comme nous le montrerons par un exemple). Nous tenons a remercier 
Keimel des ameliorations apportees au dernier paragraphe de cette etude. 
2. PR~LIMINAIRES SUR LES GROUPES SINGULIERS 
Nous supposons connus les faits essentiels concernant les groupes reticules, 
tels qu’ils sont exposes, par exemple, dans [5]. Rappelons toutefois, pour 
la commodite de l’exposition, quelques definitions. 
Si G est un groupe reticule, on appelle I-sous-groupe de G, tout sous- 
groupe C de G qui en est Cgalement un sous-treillis; si, en plus, C est convexe, 
on dira que C est un sous-groupe s-t-c (sous-treillis convexe) de G. Si 
C est un sous-groupe s-t-c de G, on note: [G/C], , l’ensemble des classes 
a gauche survant C, ordonne comme suit: XC < yC, si, et seulement si, 
il existe z E C, tel que x < yz. L’application g 3 gC, de G sur [G/C], , 
definit, dans tous les cas, un homomorphisme de treillis; si C est distingue, 
c’est en plus un homomorphisme de groupes reticules. Un sous-groupe 
s-t-c distingue s’appelle aussi un I-idbal. 
Un sous-groupe premier de G est un sous-groupe s-t-c C, tel que [G/Cls 
est totalement ordonne. L’intersection d’une chaine de sous-groupes 
premiers est elle-mCme premiere; ainsi tout sous-groupe premier contient 
au moins un sous-groupe premier minimal. On dit qu’un sous-groupe C de 
G est r6guliu, si c’est un sous-groupe s-t-c, et s’il existe g E G, tel que C 
est maximal entre les sous-groupes s-t-c de G qui ne contiennent pas g; 
s’il en est ainsi, on dit aussi que C est une valeur de g. Tout sous-groupe 
regulier est premier. En faisant appel au theoreme de Zorn, on voit que 
tout Clement non-trivial de G admet au moins une valeur, et que 
l’intersection de tous les sous-groupes premiers minimaux se reduit Zt 
1’ClCment neutre. 
PROPOSITION 2.1. Soit G un groupe r&iculk, s un &ment positif de G, 
alors les conditions suivantes sont kquivalentes. 
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(i) Pour tout sow-groupe premier minimal M de G, qui ne contient 
pas s, sM couvre M dans [G/M], ; 
(ii) Pour tout t E G, tel que e < t < s, st-l A t = e; 
(iii) Pour tout t E G+, s A t2 < t. 
Dt!monstratiota. (i) implique (ii). En effet, si s = tu, avec t A u > ep 
alors il existe un sous-groupe premier minimal M qui ne contient pas t A u, 
et sM > tM > M. 
tout fz uGr$ique (iii). E n e e , ff t si la condition (ii) est verifiee, on a, pour 
+ , 
e = s(s h t)-l A (s h t) 
= S(S-1 V t-l) A (S A t) 
= (e v St-l) A (s A t) 
= (t? A S A t) V (St-’ A S A t) 
= e v  (St-l h t). 
Ainsi st-r A t < e, et s A t2 < t. 
(iii) implique (i). Supposons que (i) est inexacte, c’est a dire, qu’il 
existe un sous-groupe premier minimal M et un Clement t, tel que sM > 
tM > M. On peut supposer t positif (sinon, prendre t v e). Alors t2M > tM, 
et (s A t2)M = inf(sM, FM) > tM, ce qui est en contradiction avec la 
condition (iii). 
DEFINITION 2.2. Soit G un groupe reticule, alors un Clement strictement 
positif s de G, qui verifie les conditions Cquivalentes de la Proposition 1.1, 
est dit &ment singulier de G. Si chaque Clement strictement positif de G 
majore un Clement singulier, on dira que G est un groupe singulier. 
PROPOSITION 2.3. Soit G un groupe r&icul&, alors: 
(i) (Iwasawa) Tout &ment strictement positif de G, major6 par un 
t%ment singulier, est lui-mCme singulier. 
(ii) Toute borne suphieure dans G d’t%ments singuliers est singulihe. 
Ces proprietes sont immediates, en utilisant le critere (iii) de la Definition. 
Soit G un I-sous-groupe d’un groupe reticule H. On dit que G est dense 
dans H, si chaque Clement strictement positif de H majore un Clement 
strictement positif de G. Le theoreme suivant est implicite dans le travail 
de Conrad et McAlister (voir [7, Lemme 4.71). 
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THBO&ME 2.4. Soit G un I-sous-groupe dense d’un groupe re’ticule’ H, 
alors, pour que H soit sing&r, il faut et il su$it que G le soit. 
Puisqu’on sait que tout groupe reticule archimedien peut-&tre plonge 
comme I-sous-groupe dense dans un groupe reticule complet (voir, par 
exemple, [9, pp. 312-3161) ‘1 1 resulte en particulier de ce theoreme que 
l’etude des groupes singuliers archimediens se ram&e a celle des Z-sous- 
groupes denses des groupes singuliers complets. 
On introduit maintenant quelques notations qu’on va garder dans la 
suite de cet article. G sera toujours un groupe reticule. Pour tout sous-groupe 
regulier R de G, on notera R* le sous-groupe s-t-c qui le couvre dans le 
treillis des sous-groupes s-t-c de G. Pour tout g E G, valg est l’ensemble 
des valeurs de G. On designe par S, l’ensemble des elements singuliers 
de G, et on note: &? = USES val s. Chaque Clement de d est un sous-groupe 
premier minimal de G [7, Lemme 4.51, et il resulte de [I 1, Theoreme 1, 
Corollaire I], que, pour tout M EJH, M Q M*. 11 est clair done, d’apres 
la Proposition 1 .l, que M*/M est une copie de Z. On notera v&f l’homo- 
morphisme (unique) du groupe ordonne M*/M sur Z. 
LEMME 2.5. Soit G un groupe singulier complet, alors pour tout g E G 
et pour tout n E Z*, il existe s E S V {e}, tel que 
val s = {ME A; y,M(g) = n>. 
Dkmonstration. On se borne au cas oh n est strictement positif. Alors 
FM(g) = n, si, et seulement si, vM(g v  e) = n, done on peut supposer g 
Cgalement strictement positif (le cas g = e &ant trivial). Pour tout g > e, 
posons 
s(g) = v  {s E s; s < g>. 
D’apres la Proposition 2.3, s(g) est singulier, et on va montrer que val s(g) = 
{M E A; g $ M). En effet, il est clair que, si g E M, alors s(g) E M. Supposons 
done queg 6 M, et soit sr E S - M. Alors sa = g A si est un Clement singulier 
major+ par g et qui n’appartient pas a M. Ainsi s(g), qui majore s, , n’appar- 
tient pas non plus a M, d’ou ME val s(g). 
g Ctant toujours strictement positif, on pose g, = g, g?,+i = g,s(g,)-l, 
s, = s(g,-i) s(g,)-i, pour n > 1. 11 est clair que, pour tout ME val g, 
n&) = h&9 - 4 v  0. Ainsi 
val Sk,> = {ME A; m(g) > 4 
et val s, = {MEA%‘; v&,(g) = n}. D’ a r&s p la Proposition 2.3, chaque s, 
est singulier. 
REPRkENTATION D'UNE CLASSE 203 
3. REPR~ENTATION DES GROUPES ARCHIM~DIENS SINGULIERS 
On note 2 le complCtC de Z. Si X est un espace topologique, on note 
Z(X), l’ensemble des applications continues de X dans z, qui sont finies 
sur une partie dense de X. On pose, pour f,  g E Z(X), f  < g, si, et seulement 
si, f(x) < g(x), pour tout x E X. Ainsi Z(X) est un treillis. Si en plus X 
est extr&mement discontinu, Z(X) est un groupe rCticulC complet, comme 
c’est bien connu; montrons que c’est un groupe singulier. En effet, si, pour 
un ClCment g strictement positif de Z(X), s(g) est la fonction carackistique 
du support de g, on a bien s(g) E Z(X), g > s(g) >, e, et il est clair que 
s(g) est singulier. 
11 rbsulte de ce qui prC&de que, si X est un espace extritmement dis- 
continu, tout I-sous-groupe dense (resp. Z-idCal) de Z(X) est un groupe 
singulier archimkdien (resp. complet). C’est la rkciproque de ce rksultat 
qu’on va Ctablir. 
LEMME 3.1. On peut d@nir SW ~2’ une topologie (dite la S-topologie) 
localement compacte, pour laquelle (val s; s E S} est une base des ouverts. Si 
G est complet, l’espace JY (avec la S-topologie) est extr&mement discontinu. 
De’monstration. Si s, s’ E S, val s n val s’ = val s h s’, et s h s’ E S U {e}. 
Done on peut bien dCfinir une topologie avec la base des ouverts indiquke. 
Montrons que cette topologie est sCparCe. Soit s1 , s2 E S, avec Mi E val si , 
i=l,2, M,#M,. Soitg,EM,+-MM,,g,EMI+-M2, ti=g,hsi, 
ui = ti(tl A t&l, i= 1,2. Alors, u~,u~ES, MiEvalui, i= 1,2, et 
ul A u2 = e, done val u1 n val u2 = QJ. 
JZ est localement compact. En effet, on va voir que, pour tout s E S, 
val s est compact. Supposons que val s C (Jisl val si , avec chaque si E S. 
Soit K le sous-groupe s-t-c de G engendr6 par les si . Si s 4 K, alors K 
serait inclus dans une valeur M de s, ce qui est absurde. Ainsi s est major6 
par un produit des si , et il existe une partie finie J de 1, tel que val s C 
UieJ val si . 
On suppose maintenant que G est complet. Soient 0, et 0, deux ouverts 
disjoints de A, et on va montrer que 0, n 0, = a. Plus prCcisCment, 
soient S, et S, deux parties de S, telles que s1 A sp = e, pour s1 E S, , 
sp E S, . Soit Oi = usesi val s, i = 1,2, et supposons, par l’absurde, que 
ME 8, n 6, . Cela veut dire que, pour tout ClCment singulier t, tel que 
t$M, il existe si~Si (i=1,2), tel que s,Atse. Ainsi, ShSi)CM 
(oti Si’ est la polaire de Si). Soit maintenant t E S - M, et supposons, 
pour fixer les idCes, que M $0, . Posons v  = VsaSl (s A t). v  est singulier 
(Proposition 2.3), et, pour tout s E S, , v  A s = e, done, comme on vient 
de le voir, v  E M. Mais, pour tout s E S, , e < tv-l A s < tv-l A v = e. 
Ainsi, par le mCme raisonnement, tv-l E M, done t E M, ce qui est absurde. 
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Cela acheve la demonstration du lemme. 
La demonstration du lemme suivant se trouve dans [l l] (voir demonstration 
du ThCoreme 3, p. 341). 
LEMME 3.2. Si x, y  E G+ sont tels que, pour toute valeur M de x, XM < 
yM, alors x < y. 
PROPOSITION 3.3. Soit G un groupe sing&r. Alors, pour que G soit 
archimedien, il faut et il @it que, pour tout g E G, {ME A; g EM*} soit 
dense dans &’ (pour la S-topologie). 
Demonstration. La condition est necessaire. En effet, supposons qu’il 
existe s E S et g E G (qu’on peut supposer positif) tels que, pour tout M E val s, 
g 4 M*. Alors, pour tout entier positif n, et pour tout ME val s (= val s”), 
gM > PM, done, par le lemme precedent, s est infiniment petit par rapport 
zi g. 
Reciproquement, soient a, b E Gf, tels que an < b, pour tout entier n. 
Si a est strictement positif, alors il majore un Clement singulier s, et b $ M*, 
pour tout ME val s. 
THBOR~ME 3.4. Soit G un groupe re’ticule, alors les conditions suivantes 
sont equivalentes. 
(i) G est un groupe archimedien singulier; 
(ii) I1 existe un espace localement compacte et extr.+nement discontinu X, 
tel que G est (isomorphe a) un I-sous-groupe dense de Z(X); 
(iii) I1 existe un espace extremement discontinu X, tel que G est (iso- 
morphe a) un I-sous-groupe dense de Z(X). 
Demonstration. Pour montrer que (i) implique (ii), il suffit de considtrer 
le cas oh G est complet (voir remarque suivant le Theo&me 2.4). Remarquons 
aussi que, si X est un espace extremement discontinue, 0 une partie ouverte 
dense de X, et f:  0 + 2, une fonction continue, alors f peut &tre prolongee, 
et d’une facon unique, en une fonction de Z(X). Posons done X = JH 
(avec la S-topologie), et il resulte des Lemmes 2.5 et 3.1 et de la Proposition 
3.3 qu’on peut definir une application u: G + Z(X), et une seule, telle que, 
pour chaque ME A, et pour chaque g E M*, u(g)M = p,+,(g). 11 est clair 
que u definit un monomorphisme de groupes reticules. Montrons que 
u(G) est dense dans Z(X). En effet, pour tout Clement strictement positif f 
de Z(X), il existe s E S, tel que val s est in&s dans le support de f. Or u(s) 
est la fonction caracteristique de val s, done u(s) < f. 
11 est trivial que (ii) implique (iii), et on a deja remarque que (iii) 
implique (i). 
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COROLLAIRE 3.5. Soit G un groupe re’ticule’, alors les conditions suivantes 
sont equivalentes. 
(i) G est un groupe sing&r complet; 
(ii) I1 existe un espace (localement compact et) extre”mement discontinu X, 
tel que G est (isomorphe a) un l-ideal de Z(X). 
En effet, d’aprb [7, Lemme 2.31, si G est un l-sous-groupe dense d’un 
groupe reticule complet H, alors le complete de G est le l-ideal de H engendre 
par G. 
Remarque. On peut aussi renforcer la condition (ii), en ajoutant que G 
est un groupe de fonctions a support compact, comme il resulte de la construc- 
tion de X. 
4. GROUPES HYPER-ARCHIM~DIENS SINGULIERS 
On dit, suivant Bigard [2], qu’un groupe rCticulC G est hyperarchimedien, 
si chaque image homomorphe de G est archimedienne. Une condition 
Cquivalente est que tout sous-groupe premier de G est minimal (voir [2, 
Proposition 2.31). 
Soit maintenant G un groupe hyper-archimedien singulier. Alors, pour 
tout ME &‘, M* = G, et nMEd M = {t}. Par consequent: 
PROPOSITION 4.1. Tout groupe hyper-archimedien singulier est un produit 
sous-direct d’entiers. 
Notre representation des groupes archimediens singuliers passait par le 
complete du groupe en question. Elle ne permet pas une caracterisation 
des groupes hyperarchimediens quelconques, puisque, comme nous verrons 
dans un instant, le complete d’un groupe hyper-archimedien singulier 
n’est pas en gCnCra1 hyper-archimedien. Toutefois, la theorie appliquee a 
un groupe hyper-archimedien, singulier et complet donne le resultat suivant. 
On notera Z’(X) le l-ideal de Z(X) constitue par les fonctions finies et 
bornees. 
THBOR~ME 4.2. Soit G un groupe re’ticule’, alors les conditions suivantes 
sont equivalentes. 
(i) G est hyper-archimedien, singulier et complet; 
(ii) I1 existe un espace (localement compact et) extrgmement discontinu X, 
tel que G est (isomorphe a) un l-ideal de Z‘(X). 
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En effet, pour G singulier et complet, les elements de u(G), comme il 
est defini dans le paragraphe precedent sont a support compact. Si en plus 
G est hyper-archimedien, ce sont des fonctions finies, done born&es. 
COROLLAIRE 4.3. Soit G un groupe re’ticule’ archimedien, alors les conditions 
suivantes sont equivalentes. 
(i) G est ssngulier et le complete’ de G est hyper-archimkdien; 
(ii) I1 existe un espace (localement compact et) extrEmement discontinu, 
tel que G est (isomorphe a) un I-sous-groupe dense de Z’(X). 
Ce corollaire ne peut pas &tre sensiblement ameliore, comme montre 
I’exemple suivant. 
EXEMPLE 4.4. Un groupe hyper-archimedien singulier, dont le complete 
n’est pas hyper-archimedien. 
Soit G le sous-groupe de ZN engendre par les fonctions a support fini 
et la fonction f telle que fn = TZ, pour tout n E N. On pose g > 0, si g, 3 0, 
pour tout n. On verifie immediatement que G est un groupe reticule. C’est 
Cvidemment un groupe singulier. 11 est hyperarchimedien, puisque les seuls 
sous-groupe premiers sont les valeurs des elements singuliers et le sous- 
groupe constitue par les elements a support fini. Mais il est clair que G 
ne peut pas etre represente par un groupe de fonction born&es prenant 
des valeurs entieres. Done, d’aprb le Corollaire 4.3, le complete de G n’est 
pas hyperarchimedien. 
PROPOSITION 4.5. Soit G un groupe re’ticule, alors les conditions suivantes 
sont equivalentes: 
(i) Chaque sous-groupe premier propre de G est valeur d’un tYt%nent 
singulier ; 
(ii) G est engendre’ par ses &kents singuliers; 
(iii) I1 existe un espace localement compact X, tel que G est isomorphe 
ci Z’(X). 
Demonstration. Pour tout sous-groupe premier P et tout Clement singulier 
s de G, on a soit s E P, soit P E val s; ainsi, si un sous-groupe premier propre 
de G n’est valeur d’aucun Clement singulier, il les contient tous, et G n’est 
pas engendre par ses elements singuliers. Reciproquement, si le sous-groupe 
de G engendre par les elements singuliers, qui est un sow-groupe s-t-c 
[7, ThCoreme 4.31, est distinct de G, alors, par le theoreme de Zorn, il est 
inclus dans un sous-groupe premier propre de G. Ainsi les conditions 
(i) et (ii) sont Cquivalentes. Si la condition (i) est v&if&e, la representation 
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dkveloppte au paragraphe 3 donne u(G) = Z’(X), et il est clair que Z’(X) 
est engendrk par ses &ments singuliers. 
Remarque. On peut affaiblir la condition (iii) en exigeant que X soit 
seulement &park, ou la renforcer en ajoutant que X soit extremement 
discontinu. 
11 est facile A montrer que le complCtC d’un groupe engendrC par ses 
f%ments singuliers a la m&me propriM, mais la rkciproque est inexacte. 
EXEMPLE 4.6. Un groupe r&iculC G qui n’est pas engendrk par ses 
ClCments singuliers, mais dont le complkti: est engendrk par ses ClCments 
singuliers. 
Soit G le sous-groupe de ZN engendrk par les fonctions B support fini 
et la fonctionftelle que f,, = 2, pour tout n E N. Ce groupe n’est pas engendrk 
par ses tlkments singuliers, mais son complCtC, qui est le groupe de toutes 
les fonctions bornkes de ZN, a bien cette propriCtC. (Cet exemple est identique 
B 1’Exemple III de [7, p. 2021.) 
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